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線分をランダムな点で、区切った区間の長さの確率分布に関する分析
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要 約
この研究の目的は，一定の長さの線分をある分布に従ってランダムに分布する点で分割
してつくった区間の長さの統計学的な性質について解析することにある。この目的のため，
まず，ひとつの区間の長さの確率密度関数の持っている性質について検討した。この結果，
この確率密度関数はランダムな点の確率密度関数を含んだ積分式のかたちに書きあらわさ
れることがわかった。つづいて，長さの異なる 2本の線分をおのおの一様ランダムな点で
分割してつくった区聞から，それぞれ1個づつを取り出したときに，その長さの比に関す
る指標の確率密度関数を計算した。
1.はじめに
この研究の目的は，一定の長さの線分をある分
布に従ったランダムな点で分割してつくった区間
の長さの統計学的な性質を解析することにある。
都市や地域の数理的な分析を行なう場合，ある
分布に従った点によって分割された区間の長さが
問題になる場面がある。この例としては，鉄道駅
やインターチェンジ，バス停や交差点の間隔につ
いて議論する場合があげられる。このような場面
で， もしランダムな点で分割された区間の長さの
統計学的性質がわかっていれば，これとの比較対
照によって実際の区間の長さの分布の特徴を定量
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的に論じることができる。たとえば交差点の間隔
については，交差点がランダムに配置されていた
と仮定した場合の交差点問距離の性質と実際の交
差点間距離を比較することによって，その都市の
道路網の特徴を定量化することが可能になる。
そこでこの研究では，このランダムな点で分割
された区間の長さがどのような統計学的性質を帯
びているかを調べた。この論文では，この研究の
結果について次の順序で報告する。まずはじめに
ランダムな点による分割のモデルを定式化する。
つづいてこのモデルのもとでの区間の長さの確率
密度関数を計算し，さらに点が一様ランダムであ
る場合について実際に確率密度関数を計算する。
最後に長さの異なる 2本の線分をおのおの一様ラ
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ンダムな点で分割してつくった区間から，それぞ
れ1個づっの区間を取り出したときに，その長さ
の比に関する指標の確率密度関数を計算する。
2.ランダムな点による分割のモデル
一定の長さの線分がランダムな点によって分割
されるモデルとしては，大きく分けて2種類のも
のを想定することができる。
第1の種類は，きわめて短い単位長さ当りの点
の生成確率が決まっている一方で，点の総数は前
もっては決まっていないものである。これに対し
て第2は，点の総数があらかじめ与えられていて，
これらの点が特定の確率密度関数に従って互いに
ランダムに線分上に分布する場合である。
実際の都市や地域の状況を分析する際には，こ
の2種類の状況はどちらも発生しうる。たとえば
バス停の配置を分析することを考えよう。もしパ
ス会社が配置するパス停の総数をあらかじめ決定
しているのではなく，沿道状況にしたがってバス
停を置くか置かないかを判断しているのであれ
ば，これと比較対照すべきランダムな状況は第1
の種類の方である。これに対して，あらかじめパ
ス会社が設置するバス停の総数を決めているので
あれば比較すべきランダムな状況は第2の種類で
ある。
第1の種類のモデルで，特に線分のあらゆる部
分にわたって生成確率が一定である場合には，一
定の長さ当りの点の数はポアソン分布に従い，そ
の結果として分割された区間の長さは指数分布に
従うことが知られている。これに対して第2の種
類のランダムな分割はこれらの確率密度分布には
従わない。そこで以下では，この第2の種類のラ
ンダムな状況について解析を行なうことにしよ
つ。
3.第2の種類のランダムな状況での区
間の長さの確率密度関数
互いにランダムに特定の確率密度分布に従う確
率変数の最小値と最大値，および最大値と最小値
の差(範囲)についてはその確率密度関数をもと
の確率密度関数から計算する方法が知られている
(ホー エル， 1978: pp. 269-273)。この結果自体
はこの問題には適用できないがその計算の進め方
に沿ってこの問題を計算することは可能である。
まず始めに問題を定式化しよう。なお，計算を
簡単にするために線分全体の長さを長さの基準に
とって lとする。こうしても計算は一般性を失わ
ない。
[問題]長さ 1の線分上に，互いにランダムに特
定の確率密度分布に従う点がn-1個落とされ
た。この結果として生じる n個の区間の長さの
確率密度関数を求めよ。
E空:三TC~士
図1 長さ 1の線分の分割
この問題を解くために，線分の左端をOとして
座標を設定し，左端から距離xの位置をxであら
わすことにしよう(図 1)。また区間の区切りに
なる点(以下では区切り点と呼ぶ)が従う確率密
度関数を b(x)であらわす。さらに，左から数
えて t番目の区間の左の区切り点から線分左端ま
での距離をL，右の区切り点から線分右端までの
距離を Uとしよう O ただし，もっとも左ともっ
とも右の区間については特別な取り扱いが必要に
なるので，当面はこれらを除いて(つまり 2ζz
〈純一 lとして)考えることにする。
このLとUの挙動が知られれば， f番目の区間
の長さの挙動が判明する。そこで，Lζ 10かつ U
ζUoである確率を F(/0， uo)とおいて，この確
率関数を調べることにしよう。この関数の定義よ
り，
第2の種類のランダムな状況では区間の長さは F(仇ゐ札lo，uo刈拘町叶0
どのような確率密度関数に従うのでで、あろうか。
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となる。というのは，F (10， uo)は，n-1個の
区切り点のうち i-1個が10より左側に生じて，
残りのn-i個がUoより右側に生じる確率に等し
いからである。
一方，L， Uの確率密度関数をj(1， u)とおけ
ば，その定義より，
F(Mo)=J7JP(l，u)dudl(2) 
である。したがっては)(2)をおのおのおで微分し
でもその右辺どうしは等しい。
口日
川lにιLυ1-λ~〕一刈JJu刈0J戸ρb以附州(ωωx刈)山イt飽 '= J巾m〉伊hU川kl“ι0仇，u刈訓刈ω叫山)d励伽u ω 
さらにこれを u向0で微分すれば，jバ(1“0，uo)がb(x)
であらわされる。
j(!o，uo) = 
(口)(i -1) ( J ~Ob(x )dx )づい-i)
( JιLι0J〆円ρ川b(山刷川ωx)dυ刈
このf〆(l“0，uo)を不リ用すると， i番目の区間の
長さの確率密度関数が計算できる。このために，
まずt番目の区間の長さをDとおくと，次式が成
立する。
D=1-L-U 
一方，DとLの同時確率密度関数を h(1， d)と
おく o すると，一般に，
h-f(l，u) 一一
戸|δu 
の関係が成り立つ(ホーエル， 1978: pp.244-247) 
ことから hとfの関係は，
h=j(l， 1-I-d) 
となることがわかる。したがって，
h{!，d)= 
(げf二J)(i一引山刷山山)d肋伽イzサr→九川川川b以仰州(!ω1)以)(n一iけ) 
( J:+ιμ川川+村Ib(別洲JP〆灼μ附州ωzυ)イ
である。この式を制約条件としてo~I~ 1 -d(こ
うしないと区間 tの長さが負になってしまう)を
考慮しつつ lに関して積分すれば，dの確率密度
関数g(d)が得られる。
なお，第 1番目(もっとも左)，あるいは第n
番目(もっとも右)の区間の長さについては次の
ように計算すればよい。なお，両方の計算結果は
同じになるので，ここでは第1番目のみについて
計算過程を示そう。
ここで，第1番目の区間の右端点から区間の右
端まで長さ UがUo以下である確率をF(uo)とお
く。すると， (1)式でけこ1を代入して，
(8) 
山 o)=Pr(u向。)= ( L1_uOb(X )dx t-1 ゆ)
であることがわかる。これは，n-1個のランダ
ム点がuoより右にある確率である。これより，
F(uo)の確率密度関数をj(uo)とおけば， (9)を
uoで微分して，
バuo)=(n刊JLuob(z刈2b(10)(叫
(5) が得られる。ここで，第1番目の区間の長さをd
とすると，d=1-uoとなる。このとき，dの確率
密度関数をg1(d)とおくと，一般に
(6) 
g1 (d) =j(UO)ぱ判
t 0"'0 I 
?? ，
?
の関係が成り立つ(ホーエル， 1978 : pp. 241-243) 
ことから，
????? ?
????、?????
， ， ，
? ?
?
???
??
?? ? ?? ? ?
? ? ? ? ?
、 、 ， ，
?
????? ?????? (12) 
(7) 
である。
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以上より，ランダムに確率密度関数b(x)に従っ
て分布する点によって区切られた区間の長さの確
率密度関数は，b (x)の積分式であらわされるこ
とがわかった。ところで，b (x)として最も基本
的なのは一様分布であろう。そこで，ここでは点
が一様ランダムに分布する場合について区間の長
さの確率密度関数を求めよう。なお，後述のよう
に，この場合はいわゆる broken-stick問題(たと
えば寺本， 1990 : 50)と呼ばれるものに相当するO
一様分布の場合，線分の長さを 1とおいたので，
b(x)=l(Oζzζ1) (13) 
である。まず 2壬二i";::n-1，つまり I番目 n
番目以外の区間について計算するために， (13)式
を(8)式に代入すると次の式が得られる。
h(l叫ロ)(iーl)(n-i)1i-2(l-d-l)n五
これを lについて区間 [0，1-d]で積分すれば，
g(d)が得られる。つまり，
g(叶吋(i-1)川 l;-dit-2
となるO これを同式に代入して整理すれば，
g(d) = (n-1 )(l-d )n-2 (1カ
となるO ところで(1力式は d< 1という条件のも
とで計算していた。一方でd= 1のときには(15)
式より g(d)= 0であるが，これは間式と一致し
ている。したがって， 0壬二d壬二 1で(1カ式は成立する。
さらに i=1あるいはt=n，つまり左端，右端
の区間においては， (12)式に b(x)= 1を代入すれ
ば，やはり制式が得られる O
以上より，長さ lの線分がn-1個の一様ラン
ダムな点によって分けられたときには，任意の区
間の長さの確率密度関数は，
g(d) = (n -1) (l-d)n -2( 0ζdζ1) (18) 
であることがわかった。
なお，上記のように，b(x) = 1，つまり一様ラ
ンダムな点によって分割された区間については，
broken-stick問題として研究が行われてきた。こ
の式(18)は，これらの結果として得られた式(たと
えばWebb，1974)と一致している。
4.ふたつの線分からひとつづっ区間を取
(l-d _l)n-i-ld1 回 り出した場合
である。以下ではこの式の右辺の積分を求めよう O
もしdがlでなければ，l=(l-d)mとおけば，
右辺の積分式は
f ~-d 1 i-2(l-d-l)一一ldl
=f~(l -d)n-ν2(l -m)n-i-l (l -d)伽
=(トd)n-2f伊-2(l_m)n-i-l伽
であり，この積分がベータ関数であることを考慮
すれば，
ヌ (i-2)! (純一tー 1)!=(l-d)n-t一一一一一ー一一一-'- (16) 
(純一2)! 
前節ではひとつの線分をランダムな点で分割し
て得られた区間の長さの確率密度関数を求めた
が，都市，地域の研究では，複数の線分について
区間の長さを比べる必要が生じる場合もある O こ
の例としては，異なるパス会社についてバス停の
間隔を比較する場合があげられる。そこでこの節
では，ふたつの線分からひとつづっ区間を取り出
して比較する場合について検討しよう。(なお，
この問題は，紅白の千歳飴を割って赤い破片と白
い破片をひとつづっもらったときに，両方の長さ
を比べる問題である。そこで以下ではこの問題を
千歳飴問題と呼ぶことにする。)
ここで，長さ LnLw (rとwはそれぞれ赤と白
の略である)のふたつの線分を，おのおの叫一 1，
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nw一1個の一様ランダムな点で分割して得られた
区間をひとつづっ取り出したところ，その長さが
おのおのふ，Swであったとしよう。
この場合，ふたつの区間を比較するための指標
として，次式で定義される Rを利用することが
できる。
S. 
R=一一--
Sr+Sw 
(19) 
この Rの確率密度関数はどのようにあらわさ
れるのだろうか。
[千歳飴問題]同式の Rの確率密度関数r(R)
を求めよ。
まず， S" Swの確率密度関数は， (18)式より次
の%になることカfわかる。
である。これをふについてOからんまで積分す
ればRの確率密度関数r(R)が求められる。
r(R)= 
(nr-1)(nw-1) r LrI • Sr ¥nr一2
R2 J 0 ¥ .L Lr J 
|1-fほ-1)|~2SY7 (24) 
ここで，Sr=Lrm (mが変数)とおき，さらに
α 士(~叶 (25) 
とおくと，右辺の積分式は，
L/ f ~(l -m)日(1- am)nw-2mdm= 
引《(ト-α y(n寸ヤtwγwケ;2)ド川川Jに山;h(仕1トM川川川川-判引引州m削川州州)，戸怜門nr
側 となり，この積分がやはりベータ関数を与えるこ
ふとらは互いに独立であるから，両者の同時密
度関数p(S"SW)は
p(S" Sw)=g(ふ)g(Sw) 。
である。一方，Rは(19)式から S"らの単調な関
数であることから，ふと Rの同時密度関数を q
(S" R)とおくと， (6)式と同様に
p(Sr，Sω) 
q(S" R)=ァ←ーァI dR I 
lδSω! 
とを考慮すれば，
も Inw-2 ¥ (nr一2)!(j+1)!= L/ 2，( -a )iI "W " ) 
'70 ¥ -I ¥ j (nr+j) !附
であることがわかる。これを式凶に代入すれば，
次の式が得られる。
市)42卜士U-1 )fi
(九一1)! (nr-1) ! り+1)一ー一一
(nω2-j) ! (nr+j) ! 
。ヵ
r.{~ ~ ¥ (Sr，Sw)2 1 
=!p(S" SW)て E7-|s=S(十1) 凶 5.おわりに
の関数が成り立つ(ホーエル 1978:pp. 
244-247)。したがって，
いい)(寸t-2
11-士(1引w-2
以上に述べたように，一定の長さの線分をラン
ダムな点で分割した区間の長さの統計学的性質に
ついての基礎的な知見が得られた。さらなる課題
としては，この確率密度関数をもとにした，統計
的検定の手法の開発があげられる。
なお，この研究の成果の一部概要は， (古川他，
凶 1991)に発表されるものである。
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